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摘  要：该文采用标准迎风格式离散对流项，结合 Bassi 和 Rebay 提出的高效格式离散拉普拉斯算子，构建了求解

对流扩散方程的一种新的间断有限元方法。数值计算的结果表明：该方法对网格类型的依赖度较小并且精度比较高，可

以使用高阶插值函数得到比较精确的结果；该方法数值耗散较小，对于强对流和强间断性的问题，可以得到很好的结果。
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Abstract: A novel Discontinuous Galerkin Method is developed to solve the convection-diffusion equations. In this method, 

the convection term is discreted by standard upwind scheme, and the Laplace term is discreted by an effective scheme proposed 

by Bassi and Rebay. Numerical results show that, this Discontinuous Galerkin Method is insensitive to the element type, and can 

achieve high accuracy by using high order shape function. Especially, this method has less numerical dissipation than other 

traditional methods, which is suited to solve the convection dominated problems with strong discontinuity. 
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引言 
 
 

对流扩散方程是一类广泛存在的基本运动方

程，其数值计算方法的研究具有非常重要的意义，

可以应用于流体力学、环境科学和电子科学等很多

领域。传统的数值计算方法可以实现对流扩散方程

的求解，例如有限差分法[1]、有限体积法[1]和有限

元法[2]等。然而传统方法在处理对流扩散方程中的

对流项时，存在一定的数值耗散，很难达到高阶精

度。另外，现实中经常会遇到这样一类对流扩散方

程，即对流占主导且初始条件或边界条件变化剧烈

甚至是间断的，对于这类问题，基于传统方法得到

的数值结果往往变得不合理，甚至存在振荡现象。

近年来，间断有限元方法（discontinuous Galerkin 
method, DGM）越来越多地受到研究者的关注。该
方法结合了有限元方法和有限体积法的优点，可以

在单元内采用高阶插值函数又不强制要求解空间

在单元之间连续，在处理对流项时充分利用了对流

项的物理特性，数值耗散较小，精度比较高且特别

适合于强对流、强间断初边值问题的求解。 
针对对流扩散方程的求解，学者们提出了多种

间断有限元方法。Cockburn和 Shu[3]在 1998年提出
局部间断有限元方法（local discontinuous Galerkin 
method, LDG）。该方法是 Runge-Kutta间断有限元
方法[4,5]在求解对流扩散问题时的扩展。LDG 方法
需要引入物理量的梯度做额外变量，从而将二阶偏

微分方程转化为多个一阶偏微分方程，虽然可以一

次性地求出物理量和物理量的梯度，但是变量个数

成倍增加，计算量大，收敛性较差。LDG采用罚函
数方法处理第一类边界条件，因此不能完全满足；

对于复杂边界的第二类边界条件，LDG 也不易处
理。Cockburn等对 LDG方法进行了改进，在 2009
年提出了针对椭圆形方程的混合间断有限元方法[6]

（ hybridizable discontinuous Galerkin method, 
HDG）。之后，Nguyen 等[7]利用 HDG 方法实现了
对流扩散方程的求解。HDG方法通过引入单元边界
上数值通量的守恒性方程，提高了方法的收敛性和

效率，并且可以处理复杂边界的第二类边界条件。

但 HDG 仍然需要对二阶扩散项进行降阶处理，并
且计算出数值通量后还需在每个单元内求解局部

方程得到所求物理量的值，计算量比较大。另外

HDG和 LDG不能完全满足第一类边界条件。Bassi
和Rebay等[8]在1997年提出了一种针对拉普拉斯算
子的间断有限元离散格式，该方法引入一个双线性

算子作为罚函数对拉普拉斯算子进行处理，不用降

阶，计算效率较高。对于第一类和第二类边界条件

的处理，该方法和有限元方法完全一样。在求解扩

散问题时，如果采用 P阶插值函数，该方法可以达

到 P 1 阶的精度，并且具有一致性的稳定性[9]。另

外 LDG 在稳定性参数的选择方面还存在一定的经
验成分，而该方法的稳定性参数则不需要靠经验选

择。 
本文结合前人的工作成果，提出了一种对流扩

散方程的新间断有限元解法：即对流项的离散采用

间断有限元中的标准迎风格式；扩散项的离散则采

用 Bassi 和 Rebay提出的格式；时间项的离散本文
采用了稳定性较好的隐式欧拉方法。通过自主开

发，实现了对流扩散方程的求解，并通过数值算例

对该方法的精度和收敛性进行了验证。为了验证该

方法数值耗散的大小，数值求解了一个对流占主导

且带间断初始条件的对流扩散方程，并且与流线迎

风 SUPG（stream upwind Petrov-Galerkin）有限元  
法[2]的结果进行了对比。 
 
 

1 数值方法 
 
 
1.1 非定常对流扩散方程 

非定常对流扩散方程的具体形式如下： 
 

( ) ( )
u

u k u f
t


     


c  in [0, ]T      (1a) 

 

Du g  on D                            (1b) 

 

0
u

n





 on N                            (1c) 

 
其中： dR  是计算域，  是其边界； 2 ( )f L 

是源项； ( )k L  是扩散系数且 k  0； [L c  

( )]d 是一光滑速度场。 D 的 1d  维勒贝格测度不
为 0 且 D N     ，同时 D N  的 1d  维勒
贝格测度为 0。 

1.2 方程的离散 

为了离散方程（1a），首先要用一系列互不重
叠的单元来近似求解区域 ，记这些单元的集合为

h ，则
h

h
K

K





  是近似的求解区域。定义内部交

界面的集合为 0
h ，边界面的集合为 h

，同时定义
0

h h h     。进一步定义为： 
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  , 0

h h h             (2) 

 

根据间断有限元的特点，近似解 hu 应该是在单

元内连续，单元间间断的多项式函数，因此 
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2{ ( ) : ( ) }
def

h h h h h K k hu V v L v K K      P     (3) 
 

( )k KP 是定义在单元 K上的次数不大于 k的多

项式空间。故可定义几个符号如下： 
 

def

h h hv v n v n     , { } 0.5( )
def

h h hv v v   ,  
 

{ } 0.5( )
def

h h h
  v v v                          (4) 

 

1.2.1 对流项的离散 

各种间断有限元方法对于对流项的离散基本

一致，就是利用了物理量沿着特征线传播，下游单

元的物理量由上游单元所决定的特性。在任一单元

内加权积分： 
 

( )d ( )d ( )dh h h h h h

K K K

v u V v u V v u V          c c c  

 

d dh h h h

K K

v u S v u V


    

c n c                 (5) 

 

0.5( ) 0.5( )h h hu u u        

c n c n c n c n c n   (6) 
 

其中： hu 和 hu是 K单元及其相邻单元的解； n是

单元 K 的单位外法线向量； hv 是权函数。通过

hu

c n 的定义实现了对流项的迎风处理，而且表达

式（6）中的格式也被称为标准迎风格式[10]，常用

的还有 Local Lax-Friedichs格式[10]。把方程（5）中
的积分区域改为整个近似求解域，可以得到对流项

的弱解形式为 
 

ˆd d
h h

h h h hv u V v u S
 

     c c                (7) 

 

式中 ˆhu 的取值可由式（6）确定。 

1.2.2 扩散项的离散 

本文采用 Bassi等[8]提出的方法对扩散 ( , )   项
进行离散，该方法的核心就是加入一个双线性算子

作为罚函数。具体的弱解形式为 
 

( ) ( )d { }
h h

h h h hk v u V k v u
 

         

 

{ } d ( , )h h h hu v S v u                    (8) 

 

其中  { } d
h

h hk u v S


   的加入是为了保证扩散

项离散后的矩阵形式是对称的。双线性算子就是罚

函数项，具体可定义为 
 

   ( , ) d
h h

h h e e h e h
e

v u v u V
 

 


   r r         (9) 

 
式中 e 是稳定系数。只要 e 大于等于单元的边界
数，该方法就是收敛的[8]，线性算子 2:[ ( )]d

e L e r  

[ ]d
hV 可按照下面的方程定义为： 

 

( ) d { }d
h

e h h

e

V S


    r ψ v ψ v                (10a) 

 

[ ]d
h hV v , 2[ ( )]dL eψ                   (10b) 

 

1.2.3 对流扩散方程的弱解形式 

用隐式欧拉方法离散时间项，加上源项，可以

得到对流扩散方程的弱解形式： 
 

1 1 11
ˆd d d

h h h

n n n
h h h h h hv u V v u V v u S

t   

       
   c c  

 

1 1( ) ( )d { }
h h

n n
h h h hk v u V k v v

 

          

 

1 1{ } d ( , )n n
h h h hu v S v u      

 

1
d d

h h

n
h h hv u V v f V

t  


                     (11) 

 

其中上标 n和 1n  表示第 n和 1n  时间步，对于定
常对流扩散方程，去掉时间项即可。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1 两种不同类型的网格（ 1/16h  ） 
Fig.1. 2 types of mesh ( 1 /16h  ) 

 
 

2 数值算例 
 
 
本文采用两种类型的网格对算例进行计算（如

图 1 所示），并定义 h为单元的最小边长。同时在 
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图 2 算例一的误差分布（ 1/ 32h  ） 
Fig.2. Error distribution of example 1 ( 1 / 32h  ) 

 

2 ( )L  中定义相对误差
2

2

2

exact ( )

( )
exact ( )

err
h L

L
L

u u

u






 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3 算例二的误差分布（ 1/ 32h  ） 
Fig.3. Error distribution of example 2 ( 1 / 32h  ) 

 

2.1 算例一：带第一类边界条件的定常对流扩散 
方程 

计算区域为 2(0,1)  ，令 k  1， ( 5, 10)  c ， 

 

表 1 算例一的计算结果 
Table 1. Result of example 1 

四边形网格 三角形网格 

插值函数 1 / h  2 ( )
err

L 
 Order 插值函数 1 / h  2 ( )

err
L 

 Order 

16 5.20×10–3 -- 16 3.95×10–3 -- 

32 1.28×10–3 2.02 32 1.00×10–3 1.99 双线性 

64 3.18×10–4 2.01 

线性 

64 2.52×10–4 1.99 

8 1.27×10–3 -- 8 9.97×10–4 -- 

16 1.56×10–4 3.03 16 1.25×10–4 2.99 双二次 

32 1.92×10–5 3.02 

二次 

32 1.60×10–5 2.97 

 
表 2 算例二的计算结果 

Table 2. Result of example 2 

四边形网格 三角形网格 

插值函数 1 / h  2 ( )
err

L 
 Order 插值函数 1 / h  2 ( )

err
L 

 Order 

16 9.38×10–2 -- 16 8.02×10–2 -- 

32 2.24×10–2 2.05 32 2.01×10–2 2.00 双线性 

64 5.51×10–3 2.02 

线性 

64 5.04×10–3 2.00 

8 2.10×10–2 -- 8 1.97×10–2 -- 

16 2.49×10–3 3.08 16 2.46×10–3 3.00 双二次 

32 3.02×10–4 3.04 

二次 

32 3.12×10–4 2.98 
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f  0，而边界条件为
5 10

5 10

1 1

1 1

x y

D

e e
g

e e

 

 

   
      

。同

时
5 10

5 10

1 1

1 1

x ye e

e e

 

 

   
     

也是方程的精确解，计算结

果如表 1所示。图 2给出了误差分布，由于程序在
输出计算结果时把一个二阶单元的解分为四个一

阶单元输出，所以从图上看网格较密。从计算结果

可以看出无论是四边形网格还是三角形网格，在使

用 P阶单元时，都可以达到 P 1 阶的收敛阶数。这
正是间断有限元方法特有的优点，就是可以使用较

稀疏的网格而采用高阶的插值函数获取更好的精

度。另外数值实验的结果表明如果采用 h a 的二阶

单元要比 / 2h a 的一阶单元效率更高。 

2.2 算例二：带第一类和第二类边界条件的定常对
流扩散方程 

计算区域为 2(0,1)  ，令 k  1， (0, 20  c  

29 /80) ，f  0，而边界条件为
3

( , 0) sin
2

x
u x

   
 

，

3
( ,1) sin exp( 20)

2

x
u x

   
 

， (0, )u y  0， (1, )
u

y
n





 

0。方程的精确解为
3

sin exp( 20 )
2

x
u y

   
 

，计算

结果如表 2和图 3所示。该算例表明了对于第一类
和第二类边界条件同时存在的问题，该方法也同样

可以得到较高的收敛精度，和算例一相同，p 阶单
元的空间离散精度可以达到 p 1 阶。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.3 算例三：非定常对流扩散方程 

计算区域为 2(0,1)  ，令 1 15k e  ， (1,c  

1)， f  0，边界条件为 ( , 0) 0u x  ， (0, ) 0u y  ，

( ,1) 0
u

x
n





， (1, ) 0

u
y

n





，时间步长取 1.25t e    

4。方程的初始条件为： 
 

0

sin(4 )sin(4 ), 0 0.25,

( , ) 0 0.25

0                          , other

x y x

u x y y

   
  



     (12) 

 

由于算法的耗散通常和算法的构造方式以及

函数本身二阶及以上的导数相关，本算例虽然函数

初值本身是连续的，函数的偏导却是不连续的，并

且这里给出了一个极小的扩散系数，这样可以验证

数值耗散的大小，该算例采用 1 / 64h  的线性插值

的三角形单元网格和双线性插值的四边形单元网

格进行了计算，并且把计算结果与使用 SUPG有限
元方法的结果进行了对比（见图 4和图 5）。由于初
始解是有间断性质的，为了使得在计算的过程中沿

着时间方向的耗散较小，在此取了比较小的时间步

长 1.25 4t e   ，在这样的时间步长下，间断有限

元算出的结果是比较稳定的，而且从图上也可以看

出解的形状保持的很好。而同样的时间步长下，

SUPG 有限元方法则产生了数值震荡，而且震荡产
生的位置正好是在偏导不连续的地方，震荡传播的

方式也和网格形式有很大关系。由此说明了间断有

限元方法对于对流占主导并且存在一定的间断性 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4 算例 3的计算结果（T  0.25 s） 
Fig.4. Result of example 3 ( T  0.25 s) 
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质的问题，可以得到比较好的结果，也可以说明间

断有限元方法对网格形式的依赖程度较小。 
 
 

3 结论 
 
 
本文构建了一种新的间断有限元方法对对流

扩散方程进行数值求解，选择了几个典型算例进行

了计算，包括有精确解的带第一类和第二类边界条

件的对流扩散方程，以及带间断初始条件的对流扩

散方程。数值计算结果表明： 
(1) 该方法对于不同类型的网格适应性较好。 
(2) 该方法在采用 P阶单元时可以达到 P+1阶

精度，采用高阶插值函数的空间离散精度较传统方

法更高。 
(3) 该方法数值耗散较小，在求解强对流强间

断问题时体现出传统方法无法比拟的优势。 
此外，本文的方法相对于 LDG和 HDG方法而

言改善了计算效率，但是由于间断有限元方法的特

点，相对于传统方法而言计算效率还是偏低。可以

通过采用较为稀疏的网格结合高阶插值函数的方

式获得计算精度和效率的提高来解决这一问题，也

可以通过并行计算的方式来提高计算效率，日后将

开展这部分研究工作。 
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